Algebra Lineal

Maestria en Ciencias Matematicas

1. Resuelva el siguiente sistema usando la factorizacién LU o PTLU (segiin sea el caso).
r—y+z=1

T—y—z=-3
2 —y—2=-1

2. Calcule A~! usando el algoritmo de Gauss-Jordan:

0 1 1
A= 1 -3 -2
2 =2 1

3. Halla el valor de ¢ para el cual el siguiente sistema

r+y+2z=1
4o — 2ty + 5z = 2
T—y+tz=-1

(a) tiene solucién tdnica y resuelve el sistema para esos valores de ¢.
(b) tiene infinidad de soluciones.

(¢) no tiene solucién.

4. Suponga que A y B son matrices de n X n en un campo K. Demuestra que
T _ _
(aaB) ] =a7tan) (BT

5. Sea V un K-espacio vectorial y sean {v1,...,v,} vectores de V. Demuestra que el subespacio
generado por estos vectores es el menor de todos los subespacios de V' que contienen a éstos.

6. Sea A € M, (K) yseab¢& Myx1 (K). Demuestra que si A es una matriz invertible, entonces
el sistema Ax = b tiene solucion y ademads, ésta es Unica.

7. Determine si el conjunto { ( ;j > € R? tales que = > y} es un subespacio vectorial de R? con

la suma y el producto por escalar usuales.
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Sea W el conjunto de todos los (1, x2, 73,24, 75) de R® que satisfacen
4
2$17x2+§x37334:0
2
T1+ —x3—2x5=0
3
91’1 — 31’2 + 6$3 — 3l’4 — 3l’5 =0

Encontrar un conjunto finito de vectores que genera a W.

Sea {v1, ..., v, } un conjunto linealmente independiente de un K-espacio vectorial V'y cq, ..., ¢,
escalares distintos de cero fijos de K. Pruebe que {cjvy,...,c,v,} es un conjunto linealmente
independiente de V.

Demostrar que un subespacio de R? es R? o el subespacio nulo o consta de todos los multiplos
escalares de algtin vector fijo de R?.

Sea V = R[t], el espacio de todos los polinomios en la variable ¢ con coeficientes reales de
grado menor o igual a 2.

(a) Encuentre el vector de coordenadas de p(z) = 2 — ¢ + 3t? con respecto a la base =
{1+¢,1—¢¢}.
(b) Extienda el conjunto linealmente independiente {1 +¢,1+ ¢+ %} .

Suponga que V' es un espacio vectorial con base {z1,z2,x3}. Demuestre que {z1 + z2 +
x3,x2 + x3, T3} también es una base para V.

Sea V' un espacio vectorial sobre el campo K y suponga que X,Y son subconjuntos de V.
Demuestre lo siguiente:

(a) Si X CY entonces (X) C (Y).
(b) Si X C (Y) entonces (X) C (V).

Donde (A) denota el espacio generado por A.

Encontrar y describir el mayor niimero posible de vectores linealmente independientes de los
siguientes vectores:

1 1 1 0 0 0
-1 0 0 1 1 0
0 0 -1 0 -1 —1

Considere el espacio vectorial R? sobre R. Si V/ C R? es una linea que pasa por el origen
y V" C R? es un plano que pasa através del origen pero no contiene a V', muestra que
VeV =R3.
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Halla la dimensién del siguiente subespacio de R4

a+b—2c
a+b—2c+d
—2a+2b+4c—d
b+d

Sy = a,b,c,d € R

Determinar todos los k € R para los cuales

-2 3 1 -1 1
6 -8 2k k2 —2 k

Suponga que {vi,v2,...,v,} es una base para R"™. Muestra que si A es una matriz invertible
de n x n, entonces {Avy, Ave, ..., Av,} es también una base para R".

Sea 3 = {v1,v2,...,v,} una base para un espacio vectorial V' y sean wj, ..., u; vectores en V.
Si{u1,ug,...,u,} eslinealmente independiente sobre V, demuestra que {[ul]ﬁ uslg, ..oy [uk]ﬁ}
es linealmente independiente sobre R".

Suponga {uj,us,us} es linealmente independiente, y que {ui,u2,us,us} es linealmente de-
pendiente. Muestra que uy € (uy, ug, us).

Los vectores v1 = (1,2,3)", v = (2,5,3)},v3 = (1,0,10)! forman una base para R3. Si
T : R3 — R? es la transformacin lineal definida por

T(v1) = (1,0)", T(v2) = (1,0)", T(v3) = (0,1),
halla T'(v), donde v = (1,1, 1).

Sea V = R?*2 y B = {FE11, F12, Eo1, B2} es la base canénica para V. Defina los mapeos
S, T :V — V de la siguiente manera

T(A) = %(A AN, S(4) = %(A +Ab.

) Prueba que S y T son lineales.
) Halla [S]s v [T]s.

) Encuentra bases para Ker(S) y Im(S5), Ker(T') y Im(T).
d) Prueba que SoS=SyToT =T.

) Pruebe que SoT =0y T oS =0.

) Pruebe que S+ 1T = Iy.

SeanT :U -V y S:V — W dos transformaciones lineales. Probar que

(a) rango(S oT') < rango(S). (Sugerencia: Demuestra que Im(S o 7') C Im(S5).)
(b) rango(S oT) < rango(T'). (Sugerencia: Demuestra que Ker(S oT) C Ker(S5).)
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(¢) Si T es suprayectiva, entonces rango(S o T') = rango(.5).

(d) Si S es inyectiva, entonces rango(S o T') = rango(T).
Sean w1, ug,uz una base para R® y sean vy, vs,v3 cualesquiera vectores de R3. Si T es un
operador lineal tal que T'(u;) = v; parai = 1,2,3. Muestra que T' = T4, donde A es la matriz

de 3 x 3
A= [1)1‘?)2”[)3”U1|U2‘U3]_1.

2 3

La funcién T : V. — W es tal que [T]g5 = < 9 &

> donde B y 8/ son bases de V. .y W

respectivamente. jEs T invertible?

Considere al conjunto de los nimeros complejos C como un espacio vectorial sobre R, el
campo de los ntimeros naturales.

(a) Demuestre que 8 = {1,i} es una base para C.

(b) SiT:C — C es la transformacién lineal dada por T'(a + bi) = a — bi, determine [T .

Considere las funciones proyeccién sobre R™ dadas por

€1
€2
5 = Ty.
Tn
Demuestre que 8 = {71, m2,...,7,} es una base de L (R",R).

Sea V un espacio vectorial de dimensién 2 y sea 8 = {v1,v2} una base para V. SeaT : V — V

un operador lineal tal que
4 7
Si [T]B =P ( _;0 _1124 > P~! donde P = ( ? Z ), determine una base 3’ para V de tal

-10 -14

manera que [T]5 = ( 1 4

). (Observe que la base ' debe estar en términos de vy y
v2).
Sea V' un espacio vectorial, S,T,U C V subespacios, y supongamos que

SNT'=SNU, S+T=5+U,yT CU.

Muestre que T' = U. ;Puede alcanzarse la solucion si se elimina alguna de las tres hipdtesis?

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y sea T': V' — V un mapeo lineal. Demuestre
que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) ker TN Im T = {0}.
(b) Para todo v € V, T(T'(v)) = 0 se tiene que T'(v) = 0.
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Halla los valores propios, subespacios propios, multiplicidades geométricas y algebraicas de
la matriz identidad de 3 x 3.

Considere la matriz

111
A=1|1 11
111

(a) Determina el polinomio caracteristico de A.
(b) Determina los valores propios de A y sus multiplicidades algebraicas.

(c) Determina los espacios propios asociados a cada valor propio de A y sus multiplicidades
geometricas.

(d) (Es A diagonalizable? Justifique su respuesta.

Una matriz A es idempotente si A2 = A. Demuestra que los tinicos valores propios posibles
de una matriz idempotente son A=0y A = 1.

Sea M una matriz de tamano n X n y sean A, Ag, ..., A, distintos autovalores de M con sus
correspondientes autovectores vy, vg, ..., Un,. Demuestre que {vi,va,..., vy} es un conjunto
linealmente independiente.

Suponga que A es una matriz de 2 x 2 con polinomio caracteristico x4(X) = X% + aX + b.
Demuestre que
A3 = (a®> = b)A + abl,

;Puede hallar una férmula (en términos de A) para calcular A=1? (Sugerencia: Para obtener
la férmula para A~! debe poner condiciones extras a b.)

Sea V' un espacio vectorial sobre K, dim(V) =n < 400, sea T' € Hom(V, V) y sean «, 5 € K.
Demuestre que
Spec(aT + BI) = aSpec(T) + 5.

Sea T : R? — R? el operador lineal dado por T(z,y,2) = (y — z, & + 2,y — ).

(a) Demuestra que T es invertible.
(b) Encuentre el polinomio caracteristico de 7.

(c) Halle los valores propios de T'.



